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ДВОЙСТВЕННОСТЬ ХОУ АЛГЕБРЫ ХИГГСА – ХАНА  
ДЛЯ ВОСЬМИМЕРНОГО ГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА
Аннотация. рассмотрены два разных, но изоморфных представления одной алгебры в свете двойственности 
Хоу: алгебра Хиггса и алгебра Хана. Первая отвечает алгебре симметрии гармонического осциллятора на 2-сфере 
и полиномиально деформированной SU(2) алгебре, а вторая – кодирует биспектральные свойства одноименных ор-
тогональных многочленов и выступает как алгебра симметрии Хартмана и некоторых других кольцевых потенциа-
лов, а также сингулярного осциллятора в двух измерениях. Показана в явном виде реализация данной адгебры, 
с одной стороны, как коммутанта (4) (4)O O⊕  подалгебры U(8) в осцилляторном представлении универсальной 
обертывающей алгебры ( )(8)U u  и, с другой стороны, как вложение дискретной версии алгебры Хана в двойное 
тензорное произведение (1,1) (1,1).SU SU⊗  Эти две реализации отражают факт, что SU(1,1) и U(8) образуют двой-
ственную пару в пространстве состояний гармонического осциллятора в восьми измерениях. В конце статьи кратко 
обсуждены дальнейшие возможные направления исследований для обобщения полученных результатов. Первое до-
статочно очевидно – это рассмотрение проблемы при увеличении или при любом значении N размерности гармони-
ческого осциллятора. Второе направление можно связать с анализом ситуации для N-тензорного произведения 
.(1,1) NSU ⊗  Еще одним интересным аспектом данной проблемы может быть исследование q-обобщения SU(1,1).
Ключевые слова: алгебра Хиггса, алгебра Хана, коммутант, 8D гармонический осциллятор, двойственность 
Хоу, тензорное произведение, SU(1,1), U(8)
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HOWE DUALITY OF HIGGS – HAHN ALGEBRA FOR 8D HARMONIC OSCILLATOR
Summary. In the light of the Howe duality, two different, but isomorphic representations of one algebra as Higgs algebra 
and Hahn algebra are considered in this article. The first algebra corresponds to the symmetry algebra of a harmonic oscillator 
on a 2-sphere and a polynomially deformed algebra SU(2), and the second algebra encodes the bispectral properties of corre-
sponding homogeneous orthogonal polynomials and acts as a symmetry algebra for the Hartmann and certain ring-shaped 
potentials as well as the singular oscillator in two dimensions. The realization of this algebra is shown in explicit form, on the 
one hand, as the commutant (4) (4)O O⊕  of subalgebra U(8) in the oscillator representation of universal algebra ( )(8)U u  
and, on the other hand, as the embedding of the discrete version of the Hahn algebra in the double tensor product 
(1,1) (1,1).SU SU⊗  These two realizations reflect the fact that SU(1,1) and U(8) form a dual pair in the state space of the har-
monic oscillator in eight dimensions. The N-dimensional, N-fold tensor product .(1,1) NSU ⊗  аnd q-generalizations are briefly 
discussed.
Keywords: Higgs algebra, Hahn algebra, commutant, 8D harmonic oscillator, Howe duality, tensor product, SU(1,1), U(8)
© Лаврёнов А. Н., Лаврёнов И. А., 2019
         Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2019. T. 55, № 2. С. 216–224 217
For citation. Lavrenov А. N., Lavrenov I. А. Howe duality of Higgs – Hahn algebra for 8D harmonic oscillator. Vestsі 
Natsyianal’nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh navuk = Proceedings of the National Academy of 
Sciences of Belarus. Physics and Mathematics series, 2019, vol. 55, no. 2, pp. 216–224 (in Russian). https://doi.
org/10.29235/1561-2430-2019-55-2-216-224
Введение. В [1–2] была введена алгебра Аски – Вильсона, которая описала все классические 
ортогональные полиномы. Выбрав в качестве одного из операторов данной алгебры гамильтони-
ан системы, можно было описать почти все текущие точнорешаемые задачи [3–5]. С другой сто-
роны, они имеют решение в различных системах координат, что отражает наличие определен-
ных операторов симметрии. Часто данные операторы формируют свою алгебру так называемой 
скрытой симметрии. Поэтому авторы исследований [1–2] также рассмотрели в других своих ра-
ботах данное направление, когда в случае реализации алгебры скрытой симметрии выступают 
алгебра Аски – Вильсона и ее вырожденные случаи. Напомним в качестве примера рассмотре-
ние осциллятора и кулоновской системы в плоском пространстве и в пространстве постоянной 
кривизны [6–12], где проявились соответственно такие варианты алгебры Аски – Вильсона, как 
квадратичные алгебры Хана QH(3) [13–15] и Рака QR(3) [16–17]. Дальнейший анализ показал изо-
морфность алгебры Хана алгебре Хиггса [18]. Можно отметить еще один интересный момент – 
дуальную связь кулоновской и осцилляторной задач посредством преобразования Гурвица. 
В свое время появилось достаточно много работ, посвященных данной теме, но исследования 
приостановились на преобразовании Гурвица R8 → R5 (расслоение Хопфа S7 → S4), которое свя-
зывает 8-мерный гармонический осциллятор и 5-мерную кулоновскую систему [19–27]. Данная 
связь в нормированных алгебрах с делением отражает последний вариант ассоциативной реали-
зации. По этой причине вопрос о 8-мерном гармоническом осцилляторе и его скрытой симме-
трии, выражаемой в алгебре Хана – Хиггса, становится опять интересен для его интерпретации 
в рамках ставшего модным в последнее время коммутантного подхода в смысле двойственности 
Хоу [18, 28–31].
Далее, в разделе 1, мы приведем известные результаты об алгебрах Гейзенберга – Вейля, 
SU(1,1), U(8), Хиггса и Хана с вложением последней в тензорное произведение (1,1) (1,1).SU SU⊗  
В разделе 2 алгебра Хиггса будет реализована как коммутант (4) (4)O O⊕  подалгебры U(8) 
в осцилляторном представлении универсальной обертывающей алгебры ( )(8) .U u  Полученный 
результат в разделе 3 будет представлен как дуальная пара в смысле двойственности Хоу 
( )(1,1),  (8)SU U , которая действует на состояниях восьмимерного осциллятора. В заключении 
будет дано краткое изложение результатов и возможных перспектив.
1. Алгебры Гейзенберга – Вейля, sU(1,1), U(8), Хиггса и Хана с вложением последней 
в .⊗(1,1) (1,1)sU sU  Напомним об определении алгебры Гейзенберга – Вейля W(n) с ее истори-
ческими операторами пары рождения 
1 1 ( )
2 2j j j jj
a x x
x
 ∂
= − + = −∂ +  ∂ 
и уничтожения 
1
( ),
2j j j
a x= ∂ +
оператором числа частиц 
2 21 ( 1),
2j j j j j
N a a x= = −∂ + −
где имеются следующие коммутационные соотношения между ними:
[ ]; ; ; ; ; ,i j ij i i ij i i j ij ja a N a a N a a   = δ = δ = −δ     
где , 1, , .i j n= 
218 Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2019, vol. 55, no. 2, рр. 216–224
Метаплектическое представление SU(1,1) с помощью алгебры Гейзенберга – Вейля выража-
ется следующими формулами:
 
2 2
0
1 1 1 1
;   ;   ,
2 2 2 2
i i i
i i i iJ a a J a J a+ −
 = + = = 
   
(1)
где образующие J0, J± подчиняются коммутационным соотношениям
[ ] [ ]0 0; ;   ; 2 ,J J J J J J± ± + −= ± = −
а элемент Казимира дается формулой
2
0 0.C J J J J+ −= − −
Алгебра ли U(8) с образующими E
ij
, где i, j = 1,…,8, допускает следующую реализацию в W(8):
,ij i jE a a=
где i, j = 1,…,8. 
Наш гамильтониан изотропного гармонического осциллятора в восьми измерениях
 1 2 3 4 5 6 7 84 4iiH E N N N N N N N N= + = + + + + + + + +  (2)
коммутирует как с E
ij
 (т. е. [H; E
ij
,] = 0), так и с генераторами бесконечно малых вращений
( ) ( ),
2 2 2ij j k j k j k j k k jk j
i i i
L a a a a x x x x
x x
 ∂ ∂
= − = − = ∂ − ∂  ∂ ∂ 
которые имеют известные коммутационные соотношения
; ( ),
2jk lm jl km kl jm km jl jm kl
i
L L L L L L            
где , , , 1, ,8.j k l m = 
Cогласно [14, 18] покажем теперь, как алгебра Хана вкладывается в тензорное произведение 
(1,1) (1,1).SU SU⊗  Введем обозначение для гомоморфизма копроизведения
: (1,1) (1,1) (1,1)SU SU SU∆ → ⊗
и применим его к образующим J0, J± алгебры SU(1,1):
(12) (1) (2) (12) (1) (2)
0 0 0 0( ) ;   ( ) ,J J J J J J J J± ± ± ±∆ ≡ = + ∆ ≡ = +
где 
(1) (1)
00 1; 1J J J J± ±= ⊗ = ⊗  
и 
(2) (2)
00 1 ; 1 .J J J J± ±= ⊗ = ⊗
Рассмотрим следующую реализацию операторов алгебры Хана:
 
(1) (2) (12) (12)2 (12) (12)
1 20 0 0 0;   ( ) [ ]K J J K C J J J J+ −= − = ∆ ≡ − − . (3)
Отметим, что оператор K2 представляет собой оператор Казимира алгебры копроизведения 
и может быть переписан в следующем виде:
 
(1) (2)(1) (2) (1) (2) (1) (2)
2 0 02 .K C C J J J J J J+ − − += + + − − , (4) 
где (1) (2)1;   1 .C C C C= ⊗ = ⊗
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Согласно определению K3 = [K1; K2], получим 
( )(1) (2) (1) (2)3 2 .K J J J J+ − − += − −
Вычислим коммутаторы K3 с K1 и K2:
 
[ ] ( ) ( )2(1) (2)2 (1) (2)3 1 1 2 0 0; 2 4 2 4 ,K K K K J J C C= − − + + + +
 
 
[ ] ( )( )(1) (2) (1) (2)2 3 1 2 2 1 0 0; 2( ) 4 .K K K K K K J J C C= − + + + −  (5) 
Принимая во внимание, что по построению оператор (1) (2)0 0J J+  коммутирует с операторами 
K1 и K2, имеем коммутационные соотношения алгебры Хана со структурными константами ал-
гебры, заданными как
 
( )( ) ( ) ( )2(1) (2) (1) (2)(1) (2) (1) (2)1 20 0 0 04 ;   2 4 .J J C C J J C Cδ = + − δ = + + +  (6)
Это и определяет вложение алгебры Хана в (1,1) (1,1).SU SU⊗
Алгебра Хиггса имеет три генератора D, A±, удовлетворяющих следующим коммутаторам 
[6–12, 18]:
 [ ] [ ]
3
1 2; 4 ; ;D A A A A D D± ± + −= ± = − + α + α  (7) 
c центральными элементами α1, α2. то, что алгебра Хиггса изоморфна дискретной алгебре Хана, 
легко увидеть [18], взяв операторы K
i
 алгебры Хана как
 
2
1 2 1 3
1 1 1
;   [ 2( ) ];   ( ).
2 8 2
K D K D A A K A A+ − + −= = − + + − α = − −
 
(8)
В этом случае структурные константы алгебры Хана связаны со структурными константами 
алгебры Хиггса так:
 
2 1
1 2;   .4 2
     
 
(9)
2. Алгебра Хиггса как коммутант в ( ).(8)U u  Согласно определению m-мерная ортогональ-
ная группа O(m) есть совокупность всех линейных преобразований в m-мерном линейном про-
странстве, оставляющих инвариантной сумму квадратов компонент всякого вектора ( ),x xα=
  
где 1, ,mα =   из этого пространства 2 2 21 .mx x x x xα α= = + +
Выберем подалгебру (4) (4)O O⊕  алгебры U(8) как алгебру, которая образуется всеми враще-
ниями L
1–4
 и L
5–8
, оставляющими норму 
4
2 2 2
1 4
1
x x x x x
α=
α α
α=
= = + +∑   и 
4
2 2 2
4 4 5 8
1
:x x x x x
α=
α+ α+
α=
= = + +∑  :
[ ]1 4 5 8 ( 4)( 4) 1 4 5 8;   ;  ; 0;   , 1, ,4.ij i jL L L L L L i j− − + + − −= = = = 
Коммутант этой подалгебры образуем из полиномов операторов рождения и уничтожения, 
инвариантных при вращениях L
1–4
 и L
5–8
. Нетрудно убедиться, что нужные операторы имеют 
следующий вид:
2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8( )( );A a a a a a a a a+ = + + + + + +  
2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8( )( );A a a a a a a a a− = + + + + + +  
 1 2 3 4 5 6 7 8( ) ( ).D N N N N N N N N= + + + − + + +  (10)
Они также коммутируют с нашим гамильтонианом (2). Найдем их коммутационные соотно-
шения. Нетрудно получить следующие формулы или коммутаторы:
[ ]; 4 ,D A A± ±= ±
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а также тождествa [18]
2 2 2 2( 1) ;   ( 1)( 2);i i i i i i i ia a N N a a N N= − = + +  
 
2 2 2 2 22 4 ,   , 1, ,8.i j i j i j i j ija a a a N N N N L i j+ = + + − =   (11)
Найдем оставшийся коммутатор [ ]; :A A+ −
[ ] ( ) ( )
4 84 8
2 2 2 2
5 6 7 8 1 2 3 4
1 1 5 5
; 4 2 4 2 .
j ji i
i j i j
i j i j
A A a a N N N N N N N N a a
= == =
+ −
= = = =
   
= + + + + − + + + +      
   
∑ ∑ ∑ ∑
Преобразуем его с помощью (11):
 
[ ] ( )
( )
2 ( ) 44 4
2
5 6 7 8
1 1 ( ) 1
2 ( ) 88 8
2
1 2 3 4
5 5 ( ) 5
; 4 2 4 2
4 2 2 4 .
i ji i
i i ij
i i i j
i ji i
i i ij
i i i j
A A N N L N N N N
N N N N N N L
< == =
+ −
= = < =
< == =
= = < =
     = + − + + + + −        
     − + + + + + −        
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑
Учитывая, что
1 2 3 4 5 6 7 8
1 1
( 4);   ( 4),
2 2
N N N N H D N N N N H D+ + + = + − + + + = − −
после некоторых преобразований получим
 
[ ]
( ) 4 ( ) 8 ( ) 4 ( ) 8
3 2 2 2 2 2
( ) 1 ( ) 5 ( ) 1 ( ) 5
; 8 8 .
i j i j i j i j
ij ij ij ij
i j i j i j i j
A A D H L L D L L H
< = < = < = < =
+ −
< = < = < = < =
    
= − + + + − −            
∑ ∑ ∑ ∑
 
(12)
таким образом, имеем алгебру Хиггса со структурными константами алгебры, заданными как
 
( ) 4 ( ) 8 ( ) 4 ( ) 8
2 2 2 2 2
1 2
( ) 1 ( ) 5 ( ) 1 ( ) 5
8 ;   8 .
i j i j i j i j
ij ij ij ij
i j i j i j i j
H L L L L H
< = < = < = < =
< = < = < = < =
   
α = + + α = − −      
   
∑ ∑ ∑ ∑
 
(13)
Подстановка (10) в (8) c использованием тождеств (11) и полученного выражения для струк-
турной константы α1 в (13) дает следующие выражения для операторов Ki:
 
[ ] [ ]
( ) 8
2
1 1 2 3 4 5 6 7 8 2 3 1 2
( ) 1
1
( ) ( ) ;   2;   ; .
2
i j
ij
i j
K N N N N N N N N K L K K K
< =
< =
= + + + − + + + = + =∑
 
(14)
Эти операторы подчиняются коммутационным соотношениям алгебры Хана
[ ] [ ] [ ] 23 1 2 2 3 1 2 2 1 1 3 1 1 2 2; ;   ; 2( ) ;   ; 2 4K K K K K K K K K K K K K= = − + + δ = − − + δ
со структурными константами алгебры, заданными как 
 
( ) 4 ( ) 8
2 22
1
( ) 1 ( ) 5
( ) 4 ( ) 8
2 2 21
2
( ) 1 ( ) 5
2 ;
4
1
4 .
2 2
i j i j
ij ij
i j i j
i j i j
ij ij
i j i j
L L H
H L L
< = < =
< = < =
< = < =
< = < =
 α
δ = − ≡ −  
 
 α
δ = ≡ + +  
 
∑ ∑
∑ ∑
 
(15)
3. Двойственная связь Хоу. теперь можно рассмотреть дуальность Хоу. Известно [31], что 
пространство состояний восьмимерного гармонического осциллятора реализуется как в пред-
ставлении U(8), так и в SU(1,1). Учитывая данный факт, можно показать, что вложение алгебры 
Хана в двойное тензорное произведение одной пары алгебры SU(1,1) находится в двойственности 
с коммутантом (4) (4)O O⊕  в универсальной алгебре другой алгебры пары U(8).
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C этой целью рассмотрим сложение восьми метаплектических представлений (1), сгруппиро-
ванных в две пары, т. е. если взять
(1 8) (1 4) (5 8) ,J J J− − −= +
где
[ ](1 8) (1 4) (5 8) 1 2 3 4 5 6 7 80 0 0
1
( 2) ( 2) ;
2
J J J N N N N N N N N− − −= + = + + + + + + + + +
 
( ) ( )(1 8) (1 4) (5 8) 2 2 2 2 2 2 2 21 2 3 4 5 6 7 81 ;2J J J a a a a a a a a
− − −
+ + +
 = + = + + + + + + +   
 
( ) ( )(1 8) (1 4) (5 8) 2 2 2 2 2 2 2 21 2 3 4 5 6 7 81 ,2J J J a a a a a a a a
− − −
− − −
 = + = + + + + + + +   
(16)
то в соответствии с реализацией операторов алгебры Хана, как в (3), получается
[ ](1) (2) (1 4) (5 8)1 1 2 3 4 5 6 7 80 0 0 0
1
( ) ( ) ,
2
K J J J J N N N N N N N N− −= − ≡ − = + + + − + + +
что совпадает с результатом в коммутантном подходе, данным в (14).
Аналогично для K2 будем иметь
( )( ) ( )2(1 4) (5 8) (1 4) (5 8)(1 8) (1 4) (5 8) (1 4) (5 8)2 0 0 0 0K C J J J J J J J J− − − −− − − − −+ + − − = ≡ + − + + − + 
или с учетом (16) 
8 8
2 2 2
2
1 1
1 1 1
.
4 2 4
i i
i i
i i
K H H a a
= =
= =
   
= − −    
   
∑ ∑
Принимая во внимание тождества (11), получим
 2 2 22 1 2 3 4 5 6 7 8
( ) 4 ( ) 88
2 2
1 ( ) 1 ( ) 5
1
2 ( ) [ ] [ ]
4
1
2
i j i ji
i ij ij
i i j i j
K H H A A N N N N N N N N
N L L
 
   
    
            
           
  
или 
 
( )
( ) 4 ( ) 8
2 2 2 2
2
( ) 1 ( ) 5
1
2( ) .
8
i j i j
ij ij
i j i j
K D H A A L L
< = < =
+ −
< = < =
 
= − − + + + +  
 
∑ ∑
 
(17)
Данное выражение тождественно 
( ) 8
2
2
( ) 1
2
i j
ij
i j
K L
< =
< =
= +∑
в формуле (14), которое было получено ранее при поиске операторов, коммутирующих при вра-
щениях L
1–4
 и L
5–8
.
Все вышесказанное явным образом фиксирует, что оператор K2, будучи оператором Кази-
мира SU(1,1), относится к коммутанту L
1–4
 и L
5–8
 в ( )(8) .U u
Аналогичное вычисление показывает, что оператор Казимира SU(1,1) для представления J(ij) 
задается квадратом соответствующего генератора вращения в U(8), а именно:
 
( ) 2 .ij ijC L=  (18)
Отсюда следует, что структурные константы алгебры Хана становятся на основе (6)
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( )( )
( ) ( )
( ) 4 ( ) 8
(1 4) (5 8) (1 4) (5 8) 2 2
1 0 0
( ) 1 ( ) 5
( ) 4 ( ) 82(1 4) (5 8) (1 4) (5 8) 2 2 2
2 0 0
( ) 1 ( ) 5
4 2 ;
12 4 4
2
i j i j
ij ij
i j i j
i j i j
ij ij
i j i j
J J C C L L H
J J C C H L L
< = < =
− − − −
< = < =
< = < =
− − − −
< = < =
 
δ = + − ≡ −  
 
 
δ = + + + ≡ + +  
 
∑ ∑
∑ ∑
 
(19)
в полном соответствии с (15). Конечно, K3 = [K1; K2].
таким образом, установлено, что вложение алгебры Хана в (1,1) (1,1)SU SU⊗  приводит к его 
описанию как коммутанта в ( )(8)U u  согласно парности представлений SU(1,1) и U(8) в рамках 
двойственности Хоу.
Заключение. Рассмотрены два разных, но изоморфных представления одной алгебры в све-
те двойственности Хоу: алгебра Хиггса и алгебра Хана. Показана в явном виде реализация дан-
ной алгебры, с одной стороны, как коммутанта (4) (4)O O⊕  подалгебры U(8) в осцилляторном 
представлении универсальной обертывающей алгебры ( )(8)U u  и, с другой стороны, как вложе-
ние дискретной версии алгебры Хана в двойное тензорное произведение (1,1) (1,1).SU SU⊗  Эти 
две реализации отражают тот факт, что SU(1,1) и U(8) образуют двойственную пару в простран-
стве состояний гармонического осциллятора в восьми измерениях. Аналогичное рассмотрение 
как для других размерностей гармонического осциллятора, так и для вложения в N-тензорное 
произведение (1,1) NSU ⊗  достаточно очевидно (в частности, для алгебры Рака или N = 3 [29]) 
и будет выполнено в последующих работах. также представляется актуальным в будущем проа-
нализировать q-обобщение. 
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